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Аннотация. В работе рассматриваются свойства функций Гамильтона и Лагранжа в координатно - им-
пульсном пространстве. Основным полученным результатом является свойство сохранения обобщенной 
энергии ранга n на экстремалях системы уравнений Эйлера-Лагранжа порядка n.Это свойство является до-
статочным, но не необходимым условием сохранения обобщенной энергии ранга n. 
Ключевые слова: функция Гамильтона, вариационная задача, расслоённое пространство скоростей, урав-
нения Эйлера-Лагранжа, гладкие многообразия, тензор обобщенного импульса, невырожденный гессиан. 
Основные определения. 
Пусть : p
m
L T X   , 
( )
( , ..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) в базе mX  рассло-
ения p
m
T X .  
Определение 1. Система функций  
 
( )
( ( , , )
, ( )
0
( , ..., )
( ) ( , , ..., ) ( 1) ( )
p
n k
i i b n p k l l
k k n t l k i
l
L x x
p n p x x x D
x




  

  0, , 1,k n i m   называется обобщенным импульсом ранга n 
для функции : p
m
L T X    в локальных координатах (x) базы 
m
X  расслоения p
m
T X , где
( )
( , , ..., )
p
L x x x

- локальная 
запись функции L  при выборе локальных координат ( )x  в базе 
m
X  расслоения p
m
T X .Функция i nkp ,  называ-
ются ойk   компонентой обобщенного импульса 
n
P  ранга n  по i  ой координате или импульсами порядка 
k  ( k -импульсами)
k
по i ой координате обобщенного импульса 
n
P  ранга n . 
Определение 2. Пусть : p mL T X  , 
( )
( , ..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) 
в базе mX  расслоения 
p
mT X . Функция  
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  

   

  ,
( )k i
k i
tx D x ,     (1) 
( )
( ( , , )).
, ( )
1 0
( , ..., )
( ) ( , , ..., ) ( 1) ( )
p
m n kb n p k
i i l l
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i l
L x x
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x
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
 

  

  0, , 1,k n i m        (2) 
где ktD   оператор k- кратного полного дифференцирования по времени t, называется гамильтонианом 
(функцией Гамильтона) ранга n этого преобразования двойственной к функции Лагранжа : p mL T X  , а 
также обобщенной энергией системы, состояние которой описывается функцией : p mL T X   в локальной 
системе координат (x) в базе mX  расслоения 
p
mT X . Имеет место следующая  
Лемма Максимальные порядки производной по t  ( , , ) , ( , )b n p k a n p  в выражениях(1),(2) для ( ) ,i
k
p n H  
( )
( ( , , )).
, ( )
0
( ,..., )
( ) ( , ,..., ) ( 1) ( )
p
n kb n p k
i i l l
tk k n l k i
l
L x x
p n p x x x D
x




  

  0, , 1,k n i m    
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( ( , )) ( ) ( ) ( ). . .
,
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( , ..., ) ( , ) ( , , ) ( , ,..., ) ( , ,..., )
a n p p k i pn m
i
n n k n
k i
H H x x x H H L x H L x n L x x x p x L x x x
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k n t t tl k i
k i k i l
L x x x
p x x x D x L x x x D D x
x


    
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    

  ,
( )k i
k i
tx D x , имеют вид: 
2 ,2 ,
1)( )
( , , ) max(2min( , ) , ) ,,
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            (4) 
Постановка задачи. 
Пусть : p mL T X  , 
( )
( , ..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) в базе mX  рас-
слоения p mT X . Рассмотрим функцию Гамильтона, двойственную к  :
p
mL T X  :   
( ( , )) ( ) ( ( , , ) ( ) ( ). . . .
,
1 1
( , ..., ) ( , ) ( , , ) ( , ,..., ) ( , ..., ) ( , ,..., )
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
   
Рассмотрим следующую задачу: при каких условиях имеет ли место сохранение функции Гамильтона на 
экстремалях системы уравнений Эйлера-Лагранжа. Докажем, что при p n  имеет место сохранение функ-
ции Гамильтона на экстремалях системы уравнений Эйлера-Лагранжа. 
Имеет место следующая важная  
Теорема 1 (о дифференциальной связи импульсов k-ого и (k-1)-ого порядков ранга n). Пусть : p
m
L T X   
невырожденная функция Лагранжа.  
( )
( ).
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( ,..., )
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 



 
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  1, , 1,k n i m  - . Тогда:  
( ).
( ( , , )) ( ( , , 1)). .
, 1,( 1)
( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., )
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x

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          (5) 
Теорема 2 (о связи импульсов огоk  порядка рангов n  и 1n ). Пусть : p
m
L T X  . 
( ).
( , , ..., )
p
L x x x - локальная запись функции m
pXTL :  при выборе локальных координат в базе рас-
слоения mX , 
( )
, ( )
0
( , ..., )
( 1) ( )
p
n k
i l l
k n t l k i
l
L x x
p D
x




 

  0, , 1,k n i m  -импульс k-ого порядка ранга n 
( )
1
, 1 ( )
0
( ,..., )
( 1) ( )
p
n k
i l l
k n t l k i
l
L x x
p D
x
 
 


 

 - импульс k-ого порядка ранга n +1. Тогда справедливо: 
( )
( ( 1, , )) ( ( , , )). .
1 1
, 1 ( 1)
( ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( 1) ( ) , 1, , 0,
p
b n p k b n p k
i k n k n k
k n i t n i
L x x
p x x x p x x x D i m k n
x

   
 

    

       (6)  
Теорема 3 Пусть : p mL T X  , 
( )
( ,..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) в 
базе mX  расслоения 
p
mT X .Тогда при 1 p n   выполняется равенство 
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Где 
( )
, ( )
0
( ,..., )
( 1) ( )
p
n k
i l l
k n t l k i
l
L x x
p D
x




 

  0,min( , ), 1,k n p i m  -импульс k -ого порядка ранга n  
Следствием теоремы 3 является 
Теорема 4 Пусть : p mL T X  , 
( )
( , ..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) в 
базе mX  расслоения 
p
mT X . 1 p n   Тогда на экстремалях уравнения Эйлера-Лагранжа 
( ) ( )
0
0, ( 0) ( )
0 0
( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ) 0 , 1,
p p
n n
i l l l l
k n t tl i l i
l l
L x x L x x
p D D i m
x x

 
 
 
     
 
  -импульсы 0 ого  
порядка(функциональная часть системы уравнений Эйлера-Лагранжа порядка n  
Двойственная к функции Лагранжа функция Гамильтона(обобщенная энергия) сохраняется: 
 
(7) 
 
 
Для обобщения теоремы 3 докажем следующую  
Теорема 5 Пусть . Пусть : p mL T X  , 
( )
( ,..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных коорди-
натах (x) в базе mX  расслоения 
p
mT X . Тогда 
( )
1( ( 1, )) ( ) ( ( , , )) ( 1).
1
1 1 1, 1( 1)
1 1 1
( ,..., )
( , ..., ) ( 1) ( ) ( , ,..., )
p
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  

       

       (8) 
Доказательство.  
1( ( 1, )) ( ) ( ).
1 1 1 , 1
1 1
( , ..., ) ( , ) ( , , 1) ( , ,..., )
n ma n p p k i
i
n n n k n
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
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Учитывая тождество 
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        
           , преобразуем (9): 
 
( ( 1, )) ( ) ( )1.
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( , ..., ) ( , ) ( , , 1) ( , ,..., )
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i
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 
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     
             (10)  
По теореме 2 
( )
( ( 1, , )) ( ( , , )). .
1 1
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    (11) 
Подставим (11) в (10):  
( ( 1, )) ( ) ( ) ( 1) ( ). .
1 , 1 1, 1
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p
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k i i k i
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x

   
 
    

       

    
( ) ( )
( ) ( 1) ( ( , )) ( ) ( 1)
1 1 1 1
1, 1 1, 1( 1) ( 1)
1 1 1 1 1 1
( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( , ..., ) ( 1) ( )
p p
n m m n m mk i n i a n p k i n i
n k n k i n k n k i
t n n n t n nn i n i
k i i k i i
L x x L x x
D x p x H x x x D x p x
x x
 
       
    
     
 
      
 
     (12) 
В (12) было использовано: 
( ( , )) ( ) ( ).
,
1 1
( , ..., ) ( , ) ( , , ) ( , ,..., )
a n p p k in m
i
n n n k n
k i
H x x x H H L x H L x n L x x x p x

 
            (13) 
Теорема 5 доказана. 
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Теорема 3 сформулирована для1 p n  . Обобщением теоремы 3 для любого  является 
Теорема 6 Пусть : p mL T X  , 
( )
( , ..., )
p
L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) в 
базе mX  расслоения 
p
mT X .Тогда при  
выполняется равен-
ство 
 (14) 
 
( ) ( )
0
0, ( 0) ( )
0 0
( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ) 0 , 1,
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p D D i m
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
 
 
 
     
 
  -импульсы 0 ого  
порядка(функциональная часть системы уравнений Эйлера-Лагранжа порядка n  
Доказательство. Проведем методом математической индукции по n .  
База индукции 1n   
( ( , )) ( ) ( ).
,
1 1
( , ..., ) ( , ) ( , , ) ( , ,..., )
a n p p k in m
i
n n n k n
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
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       
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   
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   
  
 
 
      Поэтому    
 
 
 
 (16) 
 
 
По теореме 1 
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( ( , , )) ( ( , , 1)). .
, 1, 1, 1 1,1( 1)
( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ) ( )
p
b n p k b n p k
i i i i
t k n k n t k n tk i
L x x x
D p x x x p x x x D p D p
x

  

    

 
( ) ( ). .
( ( 1, ,( 1) 1)) ( ( 1, , 1)). .
( 1) 1, 1 0,1 1,1 1,1(1 1)
( , , ..., ) ( , , ..., )
( , , ..., ) ( , , ..., )
p p
b n p k b n p k
i i i i
k n t ti i
L x x x L x x x
p x x x p D p x x x D p
xx
    
  
 
     

     (17) 
Учитывая, что 
( ).
( ) ( 1).
( )
1 0
( , ,...,
.( )
)
( , , .., )
p
p k i
i
pm
t
i k
k
L x x x
L x xD x x
x 


    , а также очевидные равенства  
0 1 0 1 0 1
0 2 1 0 0 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
, ( )
p pn n m n n m n m m m m n m m
k k ik ik ik i i ik i i k k
k k i k k i k i i i i k i i k n k n
a a a a a a a a a a a a a p n a
                 
                          
где  
 
 
подставляем (17) в (16) :  
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База индукции доказана. Индуктивный переход. Пусть утверждение справедливо для  : 
  
  (18) 
 
 
      Докажем, что      (19) 
 
 
По теореме 5 
( )
1( ( 1, )) ( ) ( ( , , )) ( 1).
1
1 1 1, 1( 1)
1 1 1
( ,..., )
( , ..., ) ( 1) ( ) ( , ,..., )
p
n km n ma n p k i b n p k n i
n k i
n n n t n nn i
i k i
L x x
H x x x H H D x p x x x x
x
  
 
   
  

        

   
 
( )
1 ( ) ( ( , , )) ( 1).
1
1, 1( 1)
1 1 1
( ,..., )
) ( 1) ( ) ( , ,. .( ( . ) ), )
p
n km n mk i b n p k n i
n k i
n t nt t n ni
i k i
L x x
H D x p x x x x
x
D D
  
 
 
  
 

     

   
( )
1 ( ) ( ( , , )) ( 1).
1
1, 1( 1)
1 1 1
( ,..., )
) ( 1) )( ) ) ( ( , ,...( ,( )
p
n km n mk i b n p k n i
n k i
n t t n nn i
i k
t t
i
L x x
H D x D p x x x
x
D D x
  
 
 
  
 

     

   
( ) ( )
1 ( ) ( ) ( ( , , )) ( 1) ( ( , , )) ( 1). .
1 1 1
1, 1 1, 1( 1) ( 1)
1 1 1
( ,..., ) ( ,..., )
) ( 1) ( ( ) ( ) ( , ,..., ) ( , ,..., )( )
p p
n km n mk i k i b n p k n i b n p k n i
n k n k i i
n t t t t n n n n tn i n i
i
t
k i
L x x L x x
H D x D D x D p x x x x p x x x D x
x x
D
   
    
    
  

 
        
 
    (20) 
( ) ( ) ( ) ( )
1 ( 1)
, 1, 1 1, 1( ) ( ) (0 1) ( 1)
0 0
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( )
p p p p
n nn k
i l l i i l l
k n t k n n n n tl k i l k i n i n i
l l
L x x L x x L x x L x x
p D p p D
x x x x
  
        
 
   
       
   
   По теореме 1  
( ) ( ). .
( ( , , )) ( ( , , 1)) ( ( , , 1)). . .
, 1, 1, 1 1, 1 , 1( 1) ( )
( , ,..., ) ( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ) ( ) ( , ,..., )
p p
b n p k b n p k b n p k
i i i i i
t k n k n t k n n t n n n nk i n i
L x x x L x x x
D p x x x p x x x D p D p p x x x
x x
 
      
 
     
 
 Поэтому (20): 
( ) ( )
1 ( ) ( ) ( ( , , )) ( 1) ( ( , , )) ( 1). .
1 1 1
1, 1 1, 1( 1) ( 1)
1 1 1
( ,..., ) ( ,..., )
) ( 1) ( ( ) ( ) ( , ,..., ) ( , ,..., )( )
p p
n km n mk i k i b n p k n i b n p k n i
n k n k i i
n t t t t n n n n tn i n i
i
t
k i
L x x L x x
H D x D D x D p x x x x p x x x D x
x x
D
   
    
    
  

 
        
 
   
( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( 1) ( 1) (
2 2 ( 1) 2 ( 1)
, 1( 1) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )(
p p p p
n km n m n mk i k i n i n
n k n k n k i
n t t n nn i n i n i n i
i k i k i
tD
L x x L x x L x x L x x
H D x D x p x x
x x x x
    
       
  
    
   
        
   
  
2)
1
m i
i

( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( 1) ( 2)
2 2 2
, 1( 1) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 2 1 1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )(
p p p p
n km n m n m mk i k i n i n i
n k n k n k i
n t t n nn i n i n i n i
i k i k i i
t
L x x L x x L x x L x x
H D x D x p x x
x x x
D
x
    
     
  
     
   
        
   
      
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( 1) ( 2)
2 1 2
, 1( 1) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 2 1 1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )(
p p p p
n km n m n m mk i k i n i n i
n k n k n k i
n t t n nn i n i n i n i
i k i k i i
t
L x x L x x L x x L x x
H D x D x p x x
x x x
D
x
    
     
  
     
   
        
   
      
( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 2)
1 1 2 1
, 1( 1) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
) ( 1) ( ) (( ) ( )
p p p p
m m m mk i n i n i n i
n n i
n t t n nn i n i n i n i
i
t
i i i
L x x L x x L x x
D
L x x
H D x D x p x x
x x x x
   
   
  
   

   
       
   
   
( ) ( ) ( ).
( 1) ( 1)
1
( ) ( 1) ( 1
1
0,
1
)
11 1
( , ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1)( ( ) ( ))
pm m
i
n
p p p
m mi ik i
i
n i
n n
i
k n i
t tk n i n i
i i
L x x x L x x L x x
x xp n p x D x D
x x x
 

  
 
 
  
        
  
     
( ) ( )
( 1) ( 2)
, 1( ) ( 1)
1 1
( ,..., ) ( ,..., )
( )
p p
m mn i n i
i
n nn i n i
i i
L x x L x x
p x x
x x
 
 
 
 
  
 
         (21) 
По теореме 2
( )
( 1 ) ( ). .
1 1
, 1 , ( 1)
( ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( 1) ( ) , 1, , 0,
p
p n k p n k
i i n k n k
k n k n t n i
L x x
p x x x p x x x D i m k n
x
    
   
 

     

 
( ) ( )
( 1) ( 0). .
1 0 1 1 1
0, 1 0, 0, 1 0,( 1) ( 1)
( ,..., ) ( ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( 1) ( ) , 1, , 0, ( 1) ( )
p p
p n p n
i i n n i i n n
n n t n n tn i n i
L x x L x x
p x x x p x x x D i m k n p p D
x x
   
    
  
 
         
 
 
( ) ( )
1 1 2 1
0, 0, 1 0, 1( 1) ( 1)
( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( )
p p
i i n n i n n
n n t n tn i n i
L x x L x x
p p D p D
x x
   
  
 
      
 
    (22) 
( ) ( ) ( ) ( )
1 ( 1)
, 1, 1 1, 1( ) ( ) (0 1) ( 1)
0 0
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( )
p p p p
n nn k
i l l i i l l
k n t k n n n n tl k i l k i n i n i
l l
L x x L x x L x x L x x
p D p p D
x x x x
  
        
 
   
       
   
   (23) 
По теореме 1 
( ).
( ( , , )) ( ( , , 1)). .
, 1,( 1)
( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., )
p
b n p k b n p k
i i
t k n k nk i
L x x x
D p x x x p x x x
x



  

  
( ) ( ). .
( ( , , 1)).
1, 1 1, 1 , 1( ) ( 1)
( , ,..., ) ( , ,..., )
( ) ( ) ( , ,..., ) ( )
p p
b n p k
i i i
t k n n t n n n n tn i n i
L x x x L x x x
D p D p p x x x D
x x

      
 
    
 
    (24) 
 
Подставляем (39),(41) в (38) :  
 
 
 
Индуктивный переход доказан. Теорема 6 доказана. Следствием теоремы 6 является  
Теорема 7 Пусть : p mL T X  , 
( )
( ,..., )
p
L x x  – локальная запись функции L в локальных координатах (x) 
Тогда на экстремалях уравнения Эйлера-Лагранжа 
( ) ( )
0
0, ( 0) ( )
0 0
( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ) 0 , 1,
p p
n n
i l l l l
k n t tl i l i
l l
L x x L x x
p D D i m
x x

 
 
 
     
 
    
1) при 1 p n   сохраняется( Теорема 4): 
   
  (25) 
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2) при     
 (26)  
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